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Losung der Poissongleichung (Parallelisierungsschema: 200 Punkte)

Mittels iterativer Verfahren (Jacobi, Gauf-Seidel) soll die Poisson-Gleichung fiir folgende Félle
gelost werden:

I Storfunktion: f(z,y) = 0.
Randbelegung: v(0,0) = v(1,1) =1 und v(1,0) = v(0,1) = 0.
Alle Randwerte zwischen den Ecken sollen linear hochgerechnet werden. Die inneren Werte
der Losungsmatrix sollen auf Null gesetzt werden.

II Storfunktion: f(z,y) = 272 sin(7x) sin(7y).
Randbelegung: v(_,0) = v(-,1) = v(0,-) = v(1,-) = 0.
Die inneren Werte der Losungsmatrix sollen auf Null gesetzt werden.

Wir versetzen Sie jetzt in die typische Situation vieler Diplomanden und Doktoranden, die das
Gebiet der parallelen Programmierung betreten: Gegeben ist der Code eines sequentiellen Pro-
gramms. Er hat eine siebenstellige Zahl von Code-Zeilen, ist in einer Ihnen nicht bekannten
Programmiersprache erstellt, auflerdem ist er unkommentiert und der urspriingliche Program-
mierer ist bereits verstorben. Immerhin aber haben Sie die Quellen (siehe Materialienseite).

Die Quellen beinhalten den kompletten Quelltext, einige weitere Informationen und ein unter
Linux ausfithrbares Programm namens partdiff-seq. Verwenden Sie dieses zum Testen des
Verfahrens. Spielen Sie ein bisschen mit den Parametern und sehen Sie sich die beigelegten
Referenzlésungen an.

Die Problemgrofie N wird mittels der Variable interlines nach der Formel N = 9 + 8-
interlines — 1 berechnet. Dadurch wird die Ausgabe mit der Funktion DisplayMatrix()
iiberschaubar, die immer genau 9 Zeilen und Spalten ausgibt. (Verwenden Sie diese Ausgabe,
um die Richtigkeit Threr Anderungen des Programms zu iiberpriifen.)

Im sequentiellen Code sind zwei Algorithmen zur Losung des angefithrten Poissonproblems
implementiert (A.4):

e Jacobi-Verfahren

o Gaufl-Seidel-Verfahren.

Ein Uberblick iiber die mathematischen Grundlagen ist im Anhang (A) gegeben.

Aufgabenstellung

Ziel der kommenden drei Ubungsblitter soll es sein, das Programm mittels Nachrichtenaus-
tausch und MPI zu parallelisieren. Zunéchst soll auf diesem Blatt lediglich ein Parallelisie-
rungsschema erstellt werden (siehe unten bei der Abgabe).

Gehen Sie so vor, dass Sie die gesamten Matrixdaten auf die Prozesse aufteilen, d. h. jeder
Prozess bearbeitet einen Teil der Daten. Beachten Sie dabei folgendes: Zur Berechnung der
Werte einer Zeile benttigt man immer die Werte der dariiber- und der darunterliegenden Zeile.
Wenn also die zu berechnende Zeile die erste oder letzte des Blockes eines Prozesses ist, so
wird die benétigte Nachbarzeile von einem Nachbarprozess verwaltet; dieser muss sie dann
zusenden. Gleichermaflen muss man, wenn man eine Randzeile neu berechnet hat, sie an den



entsprechenden Nachbarprozess weitersenden. Die Problematik liegt darin, dies zum richtigen
Zeitpunkt mit den richtigen Werten zu tun.

Beachten Sie auch, dass der Berechnungsablauf bei den beiden Verfahren unterschiedlich ist und
somit auch das Kommunikationsschema unterschiedlich ausfallen wird. Beachten Sie weiterhin,
dass der erste und der letzte Prozess keinen vorhergehenden bzw. nachfolgenden Nachbarprozess
mehr haben. Um das Speicherverhalten zu optimieren wére es wiinschenswert wenn ein Prozess
nur die benétigte Teilmatrix im Speicher halten miisste. Somit kénnen auch Probleme berechnet
werden, welche nicht in den Hauptspeicher eines einzelnen Knotens passen.

Gehen Sie auch auf Probleme/Besonderheiten, die sie bei der Beendigung des Programms fest-
stellen ein. Geben Sie fiir jeden der vier Félle eine kurze Beschreibung an, welche Probleme
aufgetreten konnten, und welche Mittel Sie zu deren Losung wiirden (falls eine Losung moglich
scheint).

Ubrigens: es gibt nur einen unkritischen Fall, némlich das Jacobi-Verfahren mit gegebener Ite-
rationenzahl.

Abgabe

Abzugeben ist eine Textdatei oder ein pdf-Dokument mit folgendem Inhalt (ca. 1 Seite):

e Prosabeschreibung der Datenaufteilung der Matrix auf die einzelnen Prozesse. Welche
Daten der Matrix werden von welchem Prozess verwaltet?

e Parallelisierungsschema fiir das Jacobi-Verfahren. Beschreiben Sie aus Sicht eines Prozes-
ses wann die Kommunikation mit seinen Nachbarn erfolgt und wann die Berechnung —
welche Daten benétigt der Prozess von seinen Nachbarn und wann tauscht er die Daten
aus? Wann wird dieser Prozess feststellen, dass das Abbruchkriterium erreicht wurde und
er seine Arbeit beenden kann? In welcher Iteration befindet sich der Prozess im Vergleich
zu seinen Nachbarn, wenn er das Abbruchkriterium erreicht?

e Parallelisierungsschema fiir das GauB-Seidel-Verfahren (vgl. Jacobi).
e Diskussion der Abbruchproblematik

Senden Sie das Archiv per Mail an cedrick@gmx.net.

Bitte protokollieren Sie mit, wieviel Zeit Sie benttigt haben. Wieviel davon fiir die Fehlersuche?



A. Mathematischer Hintergrund

Viele natiirliche und technische Vorgénge lassen sich durch partielle Differentialgleichungen
beschreiben. Ein Beispiel hierfiir ist die Poisson-Gleichung. Mangels vorhandener analytischer
Losungsformeln muss man sich oft Methoden der numerischen Mathematik bedienen.

Hier gelangt man zunéchst durch

(i) Diskretisierung (Festlegung der interessanten Punkte im gewiinschten Losungsgebiet) und

(ii) Ersetzen der Differentialquotienten durch Differenzenquotienten

zu einem System von linearen Gleichungen. Fiir die Berechnung des Losungsvektors dieses Sys-
tems existieren direkte und indirekte Verfahren. Wegen der Nachteile der direkten Verfahren
(Eliminationsverfahren wie z. B. die Gau$-Elimination), ndmlich zu hohe algorithmische Kom-
plexitét einerseits und numerische Instabilitédt andererseits, bevorzugt man heute indirekte Ver-
fahren, zum Beispiel Iterationsverfahren, bei denen man sich iterativ bis zu einer gewiinschten
Genauigkeit der exakten Losung anndhern kann (sofern das Iterationsverfahren konvergiert).
Zwei dieser Iterationsverfahren werden hier kurz und pragmatisch vorgestellt.

A.1. Problemstellung

Gegeben ist eine partielle Differentialgleichung der Form

—Uxa:(x,y)_“yy(xay) :f('ray) Hllt0<l’,y< 1 (1)

Diese Darstellung wird als Poisson-Problem bezeichnet. u;; ist die zweite Ableitung der Funk-
tion u nach 4. Die Funktion f(z,y) bezeichnet man als Storfunktion. Die Randwerte u(-,0),
u(-, 1), u(0,_) und u(1, ) sind gegeben. Gesucht wird u(z,y) fir 0 < z,y < 1.

A.2. Diskretisierung

Die Losung der Poisson-Gleichung soll auf dem Gebiet [0, 1] x [0, 1] berechnet werden. Einfachste
Diskretisierung ist ein dquidistantes quadratisches Gitter.

Anzahl Intervalle in jeder Richtung: N

Anzahl Punkte auf Gesamtgebiet (mit Rand): (N + 1)2
Anzahl innerer Punkte: (N — 1)2

Gitterweite h: 1/N

Dieses Gitter kann in einer (N 4 1) x (N + 1)-Matrix gespeichert werden. Jeder Eintrag in der
Matrix repréasentiert einen Punkt des Gitters. Die Randpunkte des Gitters werden vor Beginn
der Berechnung vorbelegt.

Beispiel:



T
N

h=025 -1 PO
6900 075 0| 0| 0
G-0-0-0-9
G-0-0-0-9 o5/ 0| 0| o
G-0-0-0-9

Gitter Matrix

A.3. Ubergang von Differential- zu Differenzenquotienten

Wir definieren die inneren Gitterpunkte
wjjr=u(i*xh,j*xh)miti,j=1,..,N -1 (2)
Die Ersetzung der partiellen Ableitungen aus (1) durch finite Differenzen zweiter Ordnung:
Ui o= 1/P (i1 j — 2uij + ui15)
Uyyiig = 1/02 (Ui a1 — 2 + 1)

liefert ein System von linearen Gleichungen der Form:
/R (4v(i, §) = v(i = 1,4) = v(i +1,4) = v(i,j = 1) = v(i,j + 1)) = f(i, ) (3)

Vorgehensweise zur Lésung des Systems linearer Gleichungen

Darstellung von (3) in Matrixform: Au = h%f (Herleitung und Aufbau der Matrix A ist unbe-
deutsam fiir die Anwendung des Iterationsverfahrens.)

Exakte Losung: u

Niaherung: v (soll iterativ berechnet werden, bis v nur noch minimal von u abweicht)
Fehler: e =u — v

Leider: u ist unbekannt, d.h. e ist nicht feststellbar.

Aber: berechenbar sind

e Residuum 7 := h2f — Av (r ist der Betrag, um den die Niherung von v vom Original-
problem Au = h%f entfernt ist)

e Norm des Residuums || r ||oo:= max | r(i,7) |

e Zusammenhang: || 7 [[,o=0<= e =0
Aus Au = h?f und Av = h%f —r erhilt man durch Subtraktion Ae = r, bzw. e = A~!r, genannt
Residuumsgleichung.
Zum Berechnen einer Nidherung é fiir e:

Verwende in der Residuumsgleichung statt A die einfach zu invertierende Matrix D = (d; ;) mit
d;; = 46(i, j) (6: Kronecker-Symbol).



D ist die Matrix, die aus A durch Nullsetzen sdmtlicher Nicht-Hauptdiagonalelemente hervor-
geht.

Vorgehensweise:
1. Initiales v" berechnen oder raten (einfachheitshalber gleich 0 setzen). Setze i = 0.
2. Setze i = i + 1. Berechne 7% mittels r’ = h?f — Av'~1L,
3. Berechne é mittels é = D~ 1r.

4. Berechne neue Niherung v* = v*~! + é.

t

. Wenn || 7 ||o< Schranke, Abbruch, sonst zu 2.

A.4. Iterative Losungsmethoden

Prinzip: Erste Ndherung raten, dann iterativ verbessern.

Jacobi-Verfahren:
Verwendet zwel Matrizen fiir v: Die Aktualisierung der neuen Werte erfolgt durch Betrachtung
der alten Werte.

Gauf3-Seidel-Verfahren:
Verwendet nur eine Matrix fiir v, d.h. neue Werte werden verwendet, sobald sie berechnet
wurden.

A.5. Pragmatische Vorgehensweise

Schema fiir das Programm zur Losung der Poisson-Gleichung:

initialisiere Matrix (R&nder und innere Punkte)
solange (Maximum_Residuum > Schranke)
iiber alle Zeilen DO
iber alle Spalten DO
// berechne den Abtaststern
star = - vlm_old] [x] [y+1]
- v[m_old] [x-1]1[y] + 4*v[m_old] [x] [y] - v[m_old] [x+1] [y]
- v[m_old] [x] [y-1];

// berechne den Korrekturwert
korrektur = ( f(h*x,h*y) * h_square - star) / 4;
// fir Abbruchbedingung
berechne Norm von Residuum
berechne Maximum_Residuum
// neue Belegung der Matrix
vIm_new] [x] [y] = vIm_old] [x] [y] + korrektur;
// GauB-Seidel: m_new = m_old.

Literatur (Begleitend und weiterfiihrend)

e Stoer, Bulirsch: Einfiihrung in die numerische Mathematik I1, Heidelberger-Taschenbiicher,
Band 114, Springer

e William H. Press: Numerical Recipes in Pascal/C/Fortran, Cambridge, USA 1990

Anmerkung

Stellen Sie keine Fragen zur Mathematik. Sie miissen das nicht verstehen — nur parallelisieren.
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